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1. Halbordnungen und Funktionen (17T)

Sei A ={a b} und M = P(A)? das dreifache Kreuzprodukt der Potenzmenge. Weiter sei folgende
Halbordnung tber M gegeben: (X1, X2, X3) E (Y1, Y2, Y3) gdw. X1€ Y1, Xo€ Yo, X3E Y3

1.1. Grundlagen (6T)

Geben Sie P(A) sowie ein Element aus M an.

Prifen Sie, ob folgende Aussagen wahr sind:

a({a,{b},0) E({ab},{b} {a)
b.({b},{b},d) E({ab}, {a {a)
c.({a,{b},{ab}) E({ab},d,{a})
d.(9,9,9) S ({a}, {b},{a})

Welchesist das kleinste Element 1 der Halbordnung? Welches das grofde 77

L dsung:

P(A)={9,{a}, {b},{a b} }
Ein Element aus M ist jedes Drei-Tupel von Elementen aus P(A), z.B. {a}, {a}, {a b})

aja
b. nein

C. nein
d.ja

Kleinstes Element: 1 = (J, 9, 9)
GroftesElement: T=(A,A,A)

Hinweis zu Korrektur:

Potenzmenge: iT
Element aus M: 1T
a—d. je0,5T

Kleinstes Element: 1T
Grofites Element: 1T
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1.2. Eigenschaften der Halbordnung (6T)

Ist obige Halbordnung (i) fundiert, (ii) artinsch, (iii) noethersch, (iv) vollstandig? Begriinden Sie je-

weils lhre Aussagen kurz.

L dsung:

artinsch:  ja, daM endlich
fundiert:  ja, daartinsch
noethersch: ja, daM endlich

vollsténdig: ja, daM ein kleinstes Element L hat und noethersch ist (dajede aufsteigende Kette ab-

bricht, hat sie auch ein Supremum)

1.3 Fixpunkte (5T)
Sei nun zusétzlich Funktion f Gber M gegeben:
f( (X1, X2, X3) ) = (X2 \ {&}, Xz u {b}, XU XU {&})

Ist f (i) monoton, (ii) stetig? Begriinden Sie jeweils Ihre Aussagen kurz.
Finden Sie den kleinsten Fixpunkt der Funktion f.

L 6sung:
monoton: Sel my = (le X2, X3) cC my = (Ylv Y2, Y3), d.h. Xlg Ylv ng Y2, ng Y3
(2T)

Esqilt:

f( (X1, X2, X3) ) = (X2 \ {a&}, Xz U {b}, X1U XzU {&}) = (1, &2, &3)

f((Ys Y2, Ya))=(Y2\{a}, Ysu {b}, Y U You {a}) = (N1, N2 Na)

=X\ {a cm=Y;\{a, daX;E Y,
&= Xsu {b} € n.=YzUu{b}, daX;E Y;
G=XuXu{at €ns=YuYu{a, daXi:SYy, X, €Y,

> m E mp = f(my) E f(my)

stetig: Betrachte beliebige Kette K ausM: mE m, E ... E m,, endlich, daM endlich
am Wegen Monotoniefolgt fur f(K):  f(my) E f(my) E ... E f(m,)

Es gilt sup(K) = m,, und damit f(sup(K)) = f(m,).
AuRerdem gilt sup(f(K)) = f(m,)
= sup(f(K)) = f(sup(K))

Finden des Fixpunktes (2T):
1=(9,9,9)

(1) = (@, {b},{a})

f%(1) = ({b},{a b}, {a b} )
(1) = {b}, {a b}, {a b} )

x=({b}, {a b}, {a b} ) ist also kleinster Fixpunkt von f.
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2. Hassediagramme (15T)

Aus einem Biologiebuch:

»Zum Beispid teilte er Sugetierein zwei grofRe Gruppen: in solche mit Zehen (z.B. Katzen) und sol-
che mit Hufen. Die behuften Tiere teilte er weiter in einhufige (Pferde), in zweihufige (Hornvieh) und
in dreihufige (Rhinozerosse) ein. Die zweihufigen Saugetiere wurden weiter in drei Gruppen einge-
teilt: in Wiederkduer mit bestandigem Gehorn (Ziegen u.a.), in Wiederkduer, die ihr Gehorn jahrlich
abwerfen (Rotwild) und Nichtwiederkauer (Schweine).”

2.1 Halbordnung (8T)

Erstellen Sie aus obigem Text die Halbordnung ,ist allgemeiner als’, die die Verwandtschaftsbezie-
hungen zwischen den Tieren verdeutlicht. Die Halbordnung soll dabei a's Graph dargestellt werden.

Hinweis 1: alle kursiven Worte gehdren zur zu betrachtenden Menge.
Hinweis 2: Denken Sie dabei an die Eigenschaften einer Halbordnung.

L 6sung:

Mit Hufen

ey

iederkauer mi

bestandigem
Geweih

) Wiederkauer, die )

/ ihr Geweih jahrlich |~
abwerfen

Hinweis zur Korrektur:
2T Alle Knoten
2T reflexive Kanten
2T transitive Kanten
2T ,normale’ Kanten
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2.2 Hassediagramm (5T)

Formen Sie den Graphen aus 2.1 in ein Hassediagramm um. (4T)

Welchen Vorteil hat die Darstellung der Halbordnung al's Hassediagramm gegentber der Darstellung
als Graph? (1T)

L dsung:

Saugetiere

Mit Hufen

Mit Zehen
dreihufige
Nichtwiederkauer

Das Hasse-Diagramm ist Ubersichtlicher, da reflexive und transitive Kanten nicht eingezeichnet wer-
den mussen.

zweihufige

iederkauer mi
bestandigem
Geweih

iederkauer, die
ihr Geweih jahrlich
abwerfen

2.3 Topologisches Sortieren (2T)

Sortieren Sie die Halbordnung topologisch (beginnend mit dem allgemeinsten Element).

L dsung:
Es gibt mehrere korrekte L&sungen, eine moglicheist z.B.:

L = [ Sdugetiere, mit Zehen, mit Hufen, einhufige, zweihufige, dreihufige, Wiederkauer mit bestandi-
gem Gehorn, Wiederkauer, die ihr Gehorn jahrlich abwerfen, Nichtwiederkauer]
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3. Verbande (17T)

3.1 Verbande erkennen (10T)

Gegeben sind folgende Diagramme. Untersuchen Sie jeweils, ob es sich um einen oberen/unteren
Halbverband oder einen Verband handelt (je 1,5T). Erganzen Sie, wenn nétig, den Halbverband durch
maximal einen Knoten zu einem Verband (je 1,5T).

Sind ale diese Verbande vollsténdig (kurze Begriindung)? (1T)

1. 2. 3.
L dsung:
Erganzungen zum Verband sind rot eingezeichnet.
1. - 2. 3.
N
\\\\7//“
77N
[ \
\ /
N4
Unterer Halbverband Kein Verband Verband

Ja, dle hier gezeigten Verbande sind vollsténdig, da sie endlich sind.
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3.2 Zusammenhang zwischen Verbande und Ordnungen (7T)

Gegeben sai ein Halbverband (U, A). Zeigen Sie, dass auf U durch x <y gdw. X A 'y = X eine Halbord-
nung (U, <) definiert wird.

Hinweis: Uberprifen Sie dazu die Eigenschaften einer Halbordnung.

L dsung:
Zu zeigen sind folgende Eigenschaften:
Reflexivitat: Essoll gelten x < X,
erfullt daim Halbverband | dempotenzgesetz gilt (X A X = X)

Trangtivitdt: Wennx<yundy<zdannx < z,
XSy = XAYy=X
Yz => YyAzZ=Yy

mit Hilfe der Assoziativitéat im Halbverband folgt:
XAZ=(XAY)AZ=XA(YAZD)=XAY=X>XS<2Z

Antisymmetrie Wennx < yundy < x dannx =y,
XSy = XAYy=X
YySX => YAX=Y

Hieraus folgt direkt mit der Kommutativitét des Halbverbandesx =y.
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4. Ordnungsr elationen (11T)

Welche Eigenschaften muss eine Relation R erfiillen, um eine Ordnungsrelation zu sein? (1T)

Geben Sie an, ob die Relationen auf den jeweiligen Mengen Ordnungsrelationen sind. Wenn ja, wei-
sen Sie kurz die Eigenschaften nach und geben Sie an, ob es sich um eine totale Ordnung oder eine
Halbordnung handelt. Wenn nein, begriinden Sie kur z warum nicht.

Relation '<' (kleiner as) auf den natlrlichen Zahlen N

Relation '|' (teilt) auf den ganzen Zahlen Z

Relation zwischen natlrlichen Personen , ist verwandt mit*.

Relation ,ist Mutter von* bei Menschen.

Relation zwischen natiirlichen Personen ,ist nicht kleiner als”.

Relation ,ist echte Teilmenge von* auf der Potenzmenge einer nichtleeren Menge.

-0 o0 oo

L dsung:
Die Relation muss reflexiv, antisymmetrisch und transitiv sein.

L dsung:
a (N, <)ist keine Ordnungsrelation,
da< z.B. nicht reflexiv igt.

b. (Z,|) ist keine Ordnungsrelation,
z.B. gilt 4 teilt 16 und -4 teilt 16, aber 4 = -4. Also it die Relation nicht antisymmetrisch.

c. ,istverwandt mit* ist keine Ordnungsrelation,
da nicht antisymmetrisch.

d. ,ist Mutter von* ist keine Ordnungsrelation,
danicht reflexiv.

e. ,istnichtkleiner as' ist keine Ordnungsrelation,
denn , Person A ist nicht kleiner als Person B* ist auch erfillt, wenn Person A genauso grof3 it,
wie Person B. Aber Person A ist damit nicht automatisch Person B, also ist die Relation nicht
antisymmetrisch.

f. ,ist echte Teilmenge von" ist keine Ordnungsrelation,
danicht reflexiv.
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